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Рассмотрено одномерное стационарное течение жидкости с газовыми пузырьками при 

следующих предположениях: смесь монодисперсная; вязкость и теплопроводность сущест-

венны лишь в процессе межфазного взаимодействия и при пульсациях пузырьков. Полагалось, 

что массообмен между фазами отсутствует, а температура жидкости постоянна, в отли-

чие от температуры газа в пузырьке. Давление в пузырьке бралось однородным, что обеспе-

чивается, если радиальная скорость стенок пузырька значительно меньше скорости звука в 

газе. Для поведения газа в пузырьках был принят политропический закон. На основе одномер-

ных стационарных уравнений течения жидкости с газовыми пузырьками выписано волновое 

уравнение для пузырьковой жидкости в переменных Лагранжа. Для случая сильновязких жид-

костей получено решение вида «ступенька».  
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Введение 

Нелинейные волновые процессы в двухфазной 

среде (пузырьковой жидкости) не теряют актуаль-

ности как объект исследования в силу широкого 

распространения в различных областях физики, 

техники, химической и нефтегазовой промышлен-

ности. Впервые ударная волна в жидкости с пу-

зырьками газа была рассмотрена в [1]. В этой рабо-

те были обнаружены ударные волны в пузырьковой 

жидкости и получена формула на скорость ударно-

го фронта. В [2] данное явление исследовалось с 

учетом влияния сжимаемости жидкости на ско-

рость фронта; полученная в [1] формула была мо-

дифицирована для случая адиабатического сжатия 

при наличии диффузии газа в жидкость в [3]. В 

пионерских работах [4–8] изучалась структура 

ударной волны с учетом дисперсии. В [4] были 

сделаны эксперименты и проведены расчеты по 

модели Иорданского [9]. В [10] было сделано пред-

положение о существовании осцилляционной 

структуры ударной волны в пузырьковой жидко-

сти. В дальнейшем появился целый ряд работ, в кото-

рых исследовались нелинейные волновые процессы 

[11–15].  

Полная модель, описывающая динамику волн 

в пузырьковой смеси, довольно громоздка. Часто 

при решении используют более простые моде-

ли [9]. При некоторых допущениях систему урав-

нений можно свести к одному нелинейному урав-

нению. Среди них стоит отметить уравнений Бус-

синеска и уравнения Кортевега-де Вриза-Бюргерса 

[16–17], двухволновое уравнение [18], уравнения 

Буссинеска и Клейна-Гордона [19]. Перечисленные 

нелинейные уравнения на сегодняшний день до-

вольно подробно изучены. Отметим работу [20], в 

которой использовалось обобщенное уравнение 

Кортевега-де Вриза, его стационарные решения 

были численно были исследованы в [21–22]. В ра-

боте [23] проведено сравнение трех различных чис-

ленных моделей учета нелинейности при распро-

странении волн в пузырьковой жидкости. Показа-

но, что нелинейность газовых включений имеет 

определяющее значение, в длинноволновом при-

ближении полулинейная гамильтонова модель яв-

ляется самодостаточной замкнутой моделью Кор-

тевега–де Вриза, которая точно решается аналити-

ческим методом обратной задачи рассеяния. По-

строены точные решения полученных уравнений. 

В [24] предлагается метод построения точных ре-

шений обобщенных уравнений Гарднера, Кавахары 

и Бенджамина  ̶ Бона  ̶ Махони.  
В работе [25] исследовалась структура удар-

ной волны в жидкости с пузырьками газа с учетом 
сжимаемости жидкой фазы, двухскоростных и 
двухтемпературных эффектов. Установлено, что 
температурная диссипация имеет преобладающее 
влияние на динамику волны в среде. Анализ, про-
веденный в работе [26], является продолжением 
работы [25] с учетом нестационарного межфазного 
теплообмена. Авторы статьи уточнили результа-
ты [25] и показали, что принятые в [25] упрощения 
применимы и для расчета нестационарных волн. В 
[27–29] подробно описаны аналитические, числен-
ные и экспериментальные исследования динамики 
акустических волн в жидкости с пузырьками.  

В последние десятилетия скачок развития вы-

числительной техники расширил возможности в 

исследовании существенно нелинейных задач. Но 

численные методы требуют верификации результа-

тов, и аналитически построенные решения класси-

ческих систем уравнений подходят для этой цели. 

Авторами настоящей статьи ранее был прове-

ден ряд исследований по распространению одно-

мерных акустических и двумерных волн в пузырь-

ковых и пенных структурах [30–35]. В [30–31] изу-
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чались особенности эволюции двумерных волн в 

жидкости, содержащей область с пузырьками газа, 

были установлены критерии усиления и ослабления 

сигнала. В [32] в двумерной постановке для случая 

цилиндрической симметрии численно исследован 

процесс формирования и распространения ударных 

волн в пузырьковых и пенных структурах, прове-

дено сравнение с экспериментом. B [33] изучено 

распространение слабых возмущений в водовоз-

душной пузырьковой среде, когда в пузырьках по-

мимо нерастворимого в воде газа присутствуют 

пары воды. Проанализировано влияние начальных 

параметров двухфазной смеси «вода – пузырьки» 

на эволюцию гармонических волн. В [34–35] рас-

смотрены особенности отражения и преломления 

гармонических волн на границе раздела «чистой» 

жидкости и жидкости с пузырьками с парогазовой 

смесью при «прямом» и «косом» их падении. Пока-

зано, что при падении волны со стороны пузырько-

вой жидкости на границу, может реализоваться 

условия полного внутреннего отражения.  

Цель данной работы – вывод волнового урав-

нения в лагранжевых переменных, описывающего 

движение волны в пузырьковой жидкости без учета 

диссипативных процессов. Результаты аналитиче-

ского построения расширят знания в области меха-

ники многофазных систем и могут быть использо-

ваны для тестирования численных моделей. 

Основные уравнения одномерного 

стационарного движения 

Рассмотрим одномерное стационарное течение 

жидкости с газовыми пузырьками при следующих 

предположениях: смесь монодисперсная, т.е. в 

каждом элементарном объеме все пузырьки 

сферические и одного радиуса; вязкость и тепло-

проводность существенны лишь в процессе 

межфазного взаимодействия и, в частности, при 

пульсациях пузырьков. 

Кроме того, предполагается, что массообмен 

между фазами отсутствует, а температура жидкости 

T , в отличие от температуры газа в пузырьке, 

постоянна. Последнее  0T T const   всегда 

выполняется при не очень высоких давлениях из-за 

преобладающего массового содержания жидкости 

(что позволяет считать ее термостатом) и 

существенно упрощает задачу, т.к. отпадает 

необходимость рассмотрения уравнения энергии 

жидкости. 

Расчеты [36] показывают, что даже при очень 

сильном сжатии пузырька (
0 ~ 10p p ), когда в 

центре пузырька реализуются высокие значения 

температуры (газа), температура поверхности 

пузырька повышается незначительно (
01.1aT T ). 

Давление в пузырьке достигает при этом значений, 

значительно превосходящих парциальное давление 

насыщенных паров, соответствующее таким 

значениям температуры поверхности пузырька. Это 

обстоятельство свидетельствует в пользу допу-

щения о несущественности межфазного массо-

обмена. 

Для рассматриваемой смеси в рамках 

представлений сплошной среды запишем диффе-

ренциальные уравнения сохранения массы каждой 

фазы, числа пузырьков и импульса всей смеси в 

одномерном стационарном движении 
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3
g a n  , 

g    ,   

где индекс i   и g  относится соответ-

ственно к параметрам жидкости и газа. 

Уравнения состояния фаз примем в виде 
0

g g gp BT , 
g vg gu c T , 0 const  .  

Для удобства использования уравнения 

теплопроводности внутри пузырька, запишем его в 

переменных Лагранжа: 
0 0 4

0
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, 

(2) 

где r – сферическая эйлерова координата, 

0 ( )r a x  ;   – лагранжева координата, 

00 a  . Для малых объемных содержаний газа 

( 0.1g  ) и для не очень сильных волн 
0 10ep p  , 

как показано в [36], граничное условие на 
поверхности пузырька можно представить в виде 

0 constgT T  , так как обычно жидкость обладает 

значительно большей теплопроводностью и 
значительно меньшей температуропроводностью, 
чем газ. 

Из микроуравнения неразрывности для газа 
внутри пузырьков в лагранжевых координатах 
имеем 

0 2

0

0 2

g

g

r

r
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. 
 

Давление в пузырьке предполагается 

однородным (гомобаричность [37]), что 

обеспечивается, если радиальная скорость стенок 

пузырька значительно меньше скорости звука в 

газе. 

Уравнение для давления, являющееся 

интегралом уравнения (2) при сделанных 

допущениях и граничных условиях, имеет вид 
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где q  – поток тепла из пузырька в жидкость, 

w– радиальная скорость стенок пузырька. 

Давление фаз и размер пузырьков должны 

быть связаны условием совместного дефор-

мирования. Таким условием в данном случае 

является уравнение Рэлея, соответствующее 

пульсациям одиночного сферического пузырька в 

безграничной несжимаемой жидкости. Для 

рассматриваемого случая оно имеет вид: 

2 03 2
4

2
g

dw w
a w p p

adx a


  

 
     

 

. 
(3) 

Уравнения (1) полностью интегрируются. Ин-

тегралы запишем в виде 

0 0    , 
0 0g g    ,  

0 0n n  , 2 2

0 0 0p p     . 
(4) 

Здесь и в дальнейшем индекс (0) внизу 

относится к равновесному состоянию перед 

волной, а параметры, соответствующие равновес-

ному состоянию за волной будут снабжены 

индексом (e). 

Отметим, что при умеренных давлениях 
1~10 10p    МПа отношение истинных плотностей 

фаз 0 0 1g    (при 1~10p   МПа имеем 

0 0 3~10g   ). В этом случае массовым 

содержанием газа можно пренебречь по сравнению 

с   (т.е. можно положить   ). Тогда систему 

первых интегралов (4) с учетом кинематических 

зависимостей (1) можно привести к виду  
3
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. 
(5) 

Волновое уравнение для пузырьковой жидкости 

в переменных Лагранжа 

Для одномерного течения несжимаемой жид-

кости с газовыми пузырьками уравнения неразрыв-

ности, сохранения числа пузырьков и импульса в 

лагранжевых переменных запишутся 
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Здесь x и x0 – соответственно эйлерова и ла-

гранжева координаты. 

Уравнение Рэлея-Ламба в лагранжевых пере-

менных может быть записано в виде: 
22
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(6) 

Будем полагать, что поведение газа в пузырь-

ках политропическое с показателем  , тогда 

3

0
0g

a
p p

a


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  
 

. (7) 

Запишем также кинематическое соотношение, 

связывающее объемное содержание газа и число 

пузырьков 

34

3
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Из приведенной выше системы уравнений не-

трудно получить 
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(8) 

Поскольку для пузырьковой жидкости обычно 

g
, 

0 1g  , то, пренебрегая 
g  и 

0g  по сравне-

нию с единицей, выражение (8) можно записать в 

виде: 

0

g

x t

 


 

, 
0

0

1 p

t x





 
 

 

,  

3

0

0

g g

a

a
 

 
  

 

, 

0

1
x

x






, x

t







. 
 

Исключая отсюда скорость и объемное содер-

жание газовой фазы, и учитывая при этом (6) и (7), 

получим 
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t a x a t t a t







         
                     

 

(9) 

Отметим, что при получении волнового урав-

нения (9) никаких ограничений на амплитуду вол-

ны не было. 

Можно искать решение (9) в виде бегущей 

волны, распространяющейся со скоростью C. Тогда 

параметры пузырьковой смеси будут зависеть от 

времени и координат через бегущую координату 

0x Ct   . Полагая, что в исходном состоянии 

среда не возмущена (
0 ,a a  d d 0a    при 

  ), из уравнения (9) нетрудно получить 

3 23 2
2 20 0

0 0 2

0

d 3 d d
1 1 4

d 2 d d
g

a p a a a a
C C a C

a a a





   

        
                           

 
(10) 

Для этого уравнения исходное невозмущенное 

состояние (
0a a , d d 0a   ) соответствует осо-

бой точке. Будем искать другую особую точку 

ea a  (d d 0a   ), также соответствующую со-

стоянию равновесия. Из уравнения (10) для этого 

состояния будем иметь 
3 3

2 2 0

0

1 1e

e

a a
C C

a a




      
        
         

,  
(11) 
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0
0 0

0g

p
C



 

 
 

 
 

. 

На основе выражений (6) и (7) можем записать 

уравнение, связывающее давление и радиус 
3

0

0

e
e

a
p p

a


 

  
 

. 
(12) 

Исключая 
ea  из (11) и (12), получим уравне-

ние, связывающее скорость волны с давлением за 

волной 

 

  
2

0

2 1

0
0

1

1

e

e

p pC

C p p 






. 

(13) 

Отсюда видно, что скорость ударной волны 

(
0ep p ) выше равновесной скорости звука при 

политропическом поведении газовой фазы (
0C C ). 

В случае слабых ударных волн (
0 0ep p p  ) из 

(13) следует 

0

0 0

1
1

4

eC p p

C p

  
 

. 
 

Рассмотрим асимптотическое поведение ре-

шения вблизи начального (
0a a ) и конечного рав-

новесных состояний. Полагая 
0a a   

(
0a a a   ), произведем линеаризацию уравнения 

(10). Тогда будем иметь 
2 2

0 0
02 2 2

0

3d d
4 1 0

d d

gA A C
A

a C




 

  
     

 

,  

0

a
A

a


 

, 
0 2

0a C


  . 

(14) 

Решение (14) ищем в виде: 
 0 kA A e    . (15) 

Тогда для характеристического уравнения по-

лучим 
2

02 0
0 2 2

0

3
4 1 0

g C
k k

a C




 
    

 

. 
 

Отсюда, для корней этого уравнения получим 
2

02 0

2 2

0

3
2 4 1

g C
k

a C


 

 
    

 

. 
 

Это уравнение при 
0C C  имеет единствен-

ный отрицательный корень 

2
02 0

2 2

0

3
2 4 1

g C
k

a C


 

 
     

 

. 
 

Этим обстоятельством обеспечивается и един-

ственность решения (10) в виде ударной волны 

(
0ep p ). 

Вблизи равновесного состояния 
ea a  линеа-

ризованное уравнение (10) можно представить в 

виде: 
2 2

2 2 2

3d d
4 1 0

d d

ge e
e

e

A A C
A

a C




 

  
     

 

, 
 

e

e

a a
A

a

 
 


, 
2e

ea C


 

, 
3

0

0

e
ge g

a

a
 

 
  

 

,  

0

e
e

ge

p
C



 


 




. 

Здесь отметим, что 
eC  соответствует равно-

весной скорости звука для состояния за волной. 

Используя (13) нетрудно получить, что 

 

  
2

0

2 1

0

1

1

e

e
e

p pC

C p p 






. 

 

Отсюда следует, что для ударной волны 

(
0ep p ) скорость волны относительно состояния 

за волной является дозвуковой (
eC C ). Для реше-

ния вида (15) получим следующее характеристиче-

ское уравнение 
2

2

2 2

3
4 1 0

ge e
e

e

C
k k

a C




 
    

 

. 
(16) 

Отсюда, для корней (16) можем записать 
2

2

2 2

3
2 2 1

ge e
e e

e

C
k

a C


 

 
    

 

. 
(17) 

Как следует из (17), решение вблизи состояния 

ea a  может быть чисто монотонным, когда 

2 2 2

2

2
1

3

e e e

ge

C a

C




 

. 
 

Если это условие не выполняется, решение яв-

ляется осцилляционным. 

Если в уравнении (10) пренебречь влиянием 

вязкости ( 0  ), то оно допускает решение в виде 

уединенной волны (солитона) 

 
3

d
a

a

a

f a



 




,  

 

2
3 3

2 2
0 0

0

2 1

3 2

g a a
f a

a a


                    

 
3 32

0 0

2

0

1 1
C a a

a aC



 
                     

. 

(18) 

Здесь 
sa  – значение радиуса пузырьков, соот-

ветствующее максимальному сжатию, которое со 

скоростью волны связано следующим выражением 

       

    

3 3
2

0 0

22 3 3
2 20

0 0

2 1 1s s

s s

a a a aC

C
a a a a


   





 

(19) 

При этом для пикового значения давления 

 sa a  на основе (6) можем получить  

3
2

0 2

0 0

1 1 s
s

C a
p p

C a

   
      

     

 
(20) 
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В случае слабых солитонов (
0 0sa a a  ) из 

(19) и (20) будем иметь 

  0

0 0

1 1 sC a a

C a



  

 и  

0 0

0 0

3s sp p a a

p a


 
 . 

(21) 

Решение (18) с учетом (21) может быть пред-

ставлено в виде 

 
  0 02

0 0

0 0

3 1
ch

4

g s

s

a a
a a a a

a a

  
  
   
 
 

 

 

Исключая 
sa , из (21) получим зависимость 

скорости слабых солитонов от их амплитуды 

  0

0 0

1
1

6

sC p p

C p





 
 

. 
 

В случае сильновязкой жидкости 

(
04 1a C  ), пренебрегая в правой части уравне-

ния (10) вторым слагаемым, ответственным за эф-

фекты радиальной инерции, можем получить реше-

ние в виде «ступеньки» 

 
 

3 32
0 0 0

2

0

d
1 1

4

a

g

a

Ca a C a
f a

a f a a C a





 



    
                


. 

(22) 

Здесь a
 (

0ea a a  ) – значение радиуса в 

начале координат  0  . 

В случае слабых ударных волн (
0 0ea a a  ) 

решение (22) имеет следующую асимптотику в 

элементарных функциях: 

  0 0 00 0

0

9 1
th

2 2 16

e ge e
a a Ca a a a

a
a

  


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   
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Полагая 

0 0

0 03

a a p p

a p

 


, 
 

в случае слабых ударных волн, решение (22) можно 

представить в виде 

  0 0 00 0

0

3 1
th

2 2 16

e ge e
p p Cp p p p

p
p

  



   
   

 

. 
(23) 

Выводы 

В работе на основе одномерных стационарных 

уравнений течения жидкости с газовыми пузырь-

ками выписано волновое уравнение для пузырько-

вой жидкости в переменных Лагранжа. Для случая 

сильновязких жидкостей получено решение вида 

«ступенька». 

Работа поддержана средствами государственного 

бюджета по государственному заданию на 2019–2022 гг. 

(№0246-2019-0052). 
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One-dimensional steady flow of liquid with gas bubbles is considered under the fol-
lowing assumptions: monodisperse mixture; viscosity and thermal conductivity are matter 
only in the process of interfacial interaction and during bubble pulsations. It was assumed 
that there is no mass transfer between the phases, and the liquid temperature is constant, un-
like the gas temperature in a bubble. The pressure in the bubble was taken uniform, which 
is true if the radial velocity of the bubble walls is significantly less than the speed of sound 
in the gas. A polytropic law was taken for the description of gas properties in bubbles.  
On the basis of one-dimensional stationary equations of fluid flow with gas bubbles, the 
wave equation for a bubbly fluid in Lagrangian variables was written. For the case of high-
ly viscous liquids a “step” type solution was obtained. 

Keywords: one-dimensional stationary flow, bubbly liquid, gas bubbles, vapor bub-
bles, Lagrangian variables, weak shock waves, viscosity. 
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